Mathématiques pour I’ingénieur 1

Exemple 9

La fonction z — sin(z) est continue sur R donc la fonction z +— [sin(z)| est continue sur R.

Courbe de la fonction z +— |sin(z)|

Exemple 10

Soit f : x + cos(x) — z. La fonction f est continue sur [O; g] car différence de deux fonctions continues.

f(0) =cos(0) —0=1

GRAGES

On en déduit que f(0)f (g) < 0 et donc, d’apres le théoréme de Bolzano (corollaire du théoréme des
valeurs intermédiaires), il existe ¢ € [0; Z] tel que f(c) = 0 c’est-a-dire cos(c) = c.

Remarque : comme f(0) # 0 et f (g) = (), on peut aussi conclure que ¢ € }O; %[

Exemple 11

Soit f: a2

La fonction f est continue sur [0; 4o00.

La fonction f est strictement croissante sur [0;4+oo[ car si 0 < z1 < xq alors xy + 23 > 0 et 27 — 23 < 0
donc, comme 7% — 23 = (11 — T9)(x1 + T2), on a 22 — x5 < 0 cest-a-dire [ (z1) < f (z2).

D’aprés le théoréme de la bijection, f réalise donc une bijection de [0; +oo[ sur un intervalle J = f(I).
Comme f(0) =0et lim 2° = 400, on a J = f ([0; +oo]) = [0; +ool.

T—r+00
Remarque 1 : la stricte croissance de f peut aussi étre établie avec un calcul de fonction dérivée (le résultat

utilisé sera revu dans un chapitre du cours de S2). Au lycée, un tel résultat peut étre établi en construisant
le tableau des variations de f sur l'intervalle [0; +o0].

Remarque 2 : ce théoréme de la bijection permet de démontrer "rapidement" qu'une fonction est bijective
d’un intervalle I sur l'intervalle f(I). Par contre, il ne permet pas de déterminer une expression de la
bijection réciproque (comme nous 'avons fait au chapitre 2 du S1, Ensembles et applications).

Exemple 12
Soit f : x> eI%.

Pour tout z € R, f(z) = cos(z) + jsin(z).
Or, les fonctions x + cos(x) et x + sin(x) sont continues sur R donc la fonction f est continue sur R.
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